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Langages rationnels

Q Langages rationnels (aussi appelés réguliers ou regular language en anglais)
> Tous langage fini peut étre énuméré, pour les langages infinis une
telle énumération exhaustive est impossible.

Définition intuition (langages rationnels) :
Ce sont les langages qui peuvent étre définis,
on dit aussi dénotés, par une expression

réguliére (au sens formel du terme).

Cette classe comprend ainsi tous les langages de taille finie.

recursively enumerable

context-sensitive

context-free

S.C. Kleene 1909-1994

Langages rationnels

Q Opérations rationnelles
» Les opérations d’union, de concaténation et de fermeture de
Kleene - appelée opération étoile - sont dites rationnelles.

Définition (langages rationnels noté Rat £*) :
Soit ¥ un alphabet, les langages rationnels sur ¥ sont définis inductivement par :

(i) {€} et @ sont des langages rationnels;

(ii) Va € ¥, {a} est un langage rationnel ;
(iii) Si L; et Lo sont des langages rationnels, alors Ly U Ly, Ly1Lo et L}
sont des langages rationnels

Note: tout langage fini est donc rationnel

Soient les langages {ab, c} et {ba,
— {ab,c} U {ba, c} = {ab,c,ba};
— {ab, c}.{ba,c} = {abba, abc, cb, cc} ;

{ab,c}* = {€, ab, ¢, abab, abc, cab, cc, ...

sur ¥ = {a,b}, on a :




Expressions rationnelles

Q Les expressions rationnelles définissent un systéme de formules
» Un langage rationnel peut se décomposer sous la forme d'une

formule finie, correspondant aux opérations rationnelles qui
permettent de le construire.

Définition (expressions rationnelles) :

Soit ¥ un alphabet, 'ensemble des expressions rationnelles sur ¥ noté RE
est défini inductivement par :

(1) € et @ sont des expressions rationnelles ;

(ii) Ya € ¥, a est une expression rationnelle ;

(ili) Si ey et ey sont des expressions rationnelles, alors (eq + e2), (e1e2) et (e})
\ sont des expressions rationnelles.

Exemple

((((re)g)e)x) est une expression rationnelle par ii) et par iii).
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Propriétés

™ \

Propriétés : Prppriétés : . i

Soient w un mot et r une expression Soient r une expression rationnelle et
rationnelle, nous avons : a et b des symboles,nous avons :

w = w = we (r*)* =r*

Dw=0=uwp r(r*) = (r*)r = rt+
D+r=r=r+0 \Ez*b*)*:(aer)*

€ =€

w*

Interprétation
Q Les expressions rationnelles

> Une expression rationnelle permet d'exprimer, de déclarer les mots -
chaines de caracteres - que I'on veux accepter.

Gterprétation (expressions rationnelles) : \

L’interprétation d’une expression est définie par les regles inductives suivantes :

(1) € dénote le langage {e} et @ dénote le langage vide ;
(i)

(ili) (e1 + e2) dénote union des langages dénotés par ey et eg;
(iv) (

N

Pour simplifier les notations un ordre de priorité sur les opérateurs est fixé.
Ainsi I'étoile (*) est I'opérateur le plus liant, puis la concaténation puis 'opérateur d’union.

Va € ¥, a dénote le langage {a};

ee2) dénote la concaténation des langages dénotés par g et e

e}) dénote la fermeture de Kleene du langage dénoté par e;. /

((((re)g)e)x) peut donc s’écrire regez.




A

Expression réguliére et langage

Notation :
Soit r une expression rationnelle, on notera L(r) le langage dénoté parr.

Définir en langage naturel, les ensembles dénotés par les expressions suivantes :

ry =00

re = (0+1)*

ry = (0+1)%00(0+ 1)*
ry =010

L(r1) =7, L(ry) =7 L(rg) =7 et L(ry) =7
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Exemples d'adresses valides

Langage des adresses courriel

es courriel

Définition du langage des adr

Regular y
ar manythman s
match anything possible ‘match upper and
sty -
\W. %+-1+@[\W.- {2.4}
/\w._%+-]+@[\w J; [ 1{2,4}/
f ‘ match the . symbol match at least two
times but no more
match any character  Match any ., %+- than four times

Exemples d'adresses non valides :

Abc@example.com « ez exanpie - gon

Abc@10.42.0.1 « Lecaractére & manque.
« Abc.gexample.com

Abc.123@example.com

; = « Le caractére . est situé juste avant le caractére @

user+mailbox/department=shipping€example.com

1#$%& ' *+-/=2"_".{|}~@example.com

« Abc..123¢example.com

« Le caractére . apparait deux fois de suite.

Expressions réguliéres et langages rationnels

Théoréme (Equivalence entre expressions rationnelles et langages rationnels) :
Un langage est rationnel si et seulement si il est dénoté par une expression
rationnelle.

Eléments de démonstration

Confere les éléments de preuve donné plus loin dans I'exposé.




Equivalence

QRelation d’équivalence entre expressions rationnelles
» Un méme langage rationnel peut étre décrit par plusieurs expressions réguliéres.

Définition (équivalence) : Soient deux expressions rationnelles r et s,
On dit que r est équivalent a s, et on note r~ S, si r et s dénotent le
méme langage, autrement dit si L(r) = L(s).

Considérons le langage des mots sur X = {a,b} contenant le facteur aa.

Donner une définition formelle de ce langage.

Soient les expressions rationnelles suivantes :
r =(a+b)aa(a+b)*
s = b*(ab*)*aa(a + b)*

Les langages L(r) et L(s), équivalents, définissent formellement le langage des
mots contenant le facteur aa.
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Mise en pratique

QaQquestion

» Définir I'ensemble des mots de taille quelconque contenant
alternativement des 0 et des 1.
QRéponse QRéponse
»01% (01)* > (e+1)(01)*(e + 0)
> (01)* + (10)*
> (01)* + (10)* + 1(01)* + 0(10)*

QQuestions

# Donner l'expression rationnelle dénotant le langage des mots sur ¥ = {a,b, c}

contenant au moins un a et au moins un b.

> Donner l'expression rationnelle dénotant le langage des mots sur ¥ = {0,1}
contenant au moins tme paire de 1 conséeutifs.

” Donner Pexpression rationnelle dénotant le langage des mots sur ¥ = {0,1}
pour lesquels chaque pair de 0 consécutifs apparait devant une paire de 1
conséeutifs.
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Théoreme de Kleene

WThéoreme de Kleene.

Définition (Langage reconnaissable par un AEF) :
On appelle langage reconnaissable sur un alphabet X tout langage qui peut étre
reconnu par un automate a états fini.

L'ensemble des langages reconnaissables est noté Rec £*.

J

Théoréme (équivalence entre les A.E.F. et les langages rationnels) :
Soit un alphabet fini X, il y a égalité entre I‘ensemble des langages rationnels et
I‘ensemble des langages reconnaissables par un A.E.F.
Autrement dit nous avons :
Rat X* = Rec I*
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Propriétés de fermeture

QPropriétés de fermeture

» L'ensemble des langages rationnels est fermé (ou stable) pour plusieurs
opérateurs.

Définition intuition (fermeture pour une opération) : On dit d‘un
ensemble E qu‘il est fermé pour un opérateur donné, si cet opérateur
appliqué aux éléments de E donne toujours un résultat appartenant a E.

Un exemple de cléture dans le cas fini.
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Propriétés de fermeture des langages rationnels

Propriétés (fermeture) :

Soient Ly et Ly des langages rationnels, alors Ly U Ly, L1Ly, L}, L1 N Ly
et Ly sont des langages rationnels.

Eléments de démonstration

Les langages rationnels sont fermés par les opérateurs
rationnels (cf. Définition)

Le complémentaire peut se démontrer avee dégance
via le formalisme des A.E.F.

Enfin, avee les lois de De Morgan, nous avons Ly N Ly = Ly U Ly
et nous pouvons donc conclure pour l'opérateur d'intersection.
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Equivalence entre RE(Z) et Rec *

Théoréme (expressions et langages ) :

Tout langage rationnel dénoté par une expression rationnelle est aussi
reconnu par un AEF.

Eléments de démonstration
>

Soit L le langage reconnu par une expression rationnelle r. Montrons qu'’il existe un
AFN-e A tel que L(r)=L(A).

La preuve se fait par induction structurelle sur r en suivant la définition récursive des
expression rationnelle donnée plus haut.

Base :

a) b) )
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Equivalence entre RE(Z) et Rec Z*

Théoréme (expressions et langages ) :
Tout langage rationnel dénoté par une expression rationnelle est aussi
reconnu par un AEF.

Eléments de démonstration

Phase d'induction: —

a) Lunion

o+ o} {0 s 0)

b) La concaténation

c) La fermeture de Kleene
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Exemple de construction d'automate

QConstruction d’un automate & partir d’une expression rationnelle :
» Soit I'expression (0+1)* 1 (0+1)

Eléments de construction €
0
€ €
€ M
ro:0+1
€
0 g O\
€ €
e ~O— € OL,O_,
1 O\ - 1 o/€©
€ O—’O/E7
A r2:(0+1)* 1 (0+1)
ri: (0+1)*
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Grammaire réguliere

Q Grammaire réguliere

g R
Définition (Grammaire réguliere) : Une grammaire G=(N,T,P,S) est dite
réguliére si toutes les régles de production dans P sont de la forme:

A—aB,avec Ae NyaeT*, BE NouB=¢.
o J

Exemple: G1:S->aS | bS|a|b |€.

Cette classe de grammaire est composée de 2 sous classes :
Les grammaires réguliéres (iin¢aires) a droite, ou toutes les régles sont de la forme:

A—aB,avec Ac N,aeT*, Be NouB=e.

Les grammaires réguliéres (iin¢aires) a gauche, ou toutes les regles sont de la forme:
A— Ba,avec A€ NyaeT*, BE NouB=e.
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Grammaires réguliéres et langages rationnels

Théoreme (Equivalence entre grammaires régulieres et langages rationneles ) :
Un langage est rationnel si et seulement si il est engendré par une grammaire
réguliére a gauche ou par une grammaire réguliére a droite.

Eléments de démonstration

------ > Soit A un automate avec A=(Q,Z, 8, qo, F), nous construisons un grammaire
G=(N,T,PS) réguliere de la fagon suivant
N coincide avec Q, T coincide avec Z, S coincide go et pour toute transition de & de la
forme (qi, @) -> gi. on crée une régle de production dans P de la forme Qi -> 2 Qi

Exempl

On obtient la grammaire G=(N,T, P, S) telle que :
© N={Q,Q:,Q,Qs};
« T={0,1}
. P
Qo->1Q1, Qo->0Q2 Qo->&
Qi ->1Qo, Qi -> 0Q3
Q ->1Q3, Q2 ->0Qo
Q: ->1Qz, Q3 ->0Q1

Diagramme de transitions de A . S=Qo
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Grammaires réguliéres et langages rationnels

Théoréme (Equivalence entre grammaires réguliéres et langages rationneles ) :
Un langage est rationnel si et seulement si il est engendré par une grammaire réguliere a
gauche ou par une grammaire réguliére a droite.

Eléments de démonstration
p—

Pour tout grammaire réguliére G=(N,T,P,S), il existe un AFN A=(Q,Z, &, qo, F) tel que L(G) coincide
avec le langage reconnu par A.

L'ensemble des états Q vaut N u {q:}, 'ensemble X vaut T, qO est I'état S et pout toute régle de
production de P de la forme A -> aB, on insére dans & Ia transition (A, @) -> B.
Et pour les régles de la forme A -> a, on insére la transition (A, a) -> qc

F est I'ensemble des symboles B de N tels qu’il existe une régle B->& .

Exemple

La grammaire suivante est une grammaire réguliére & droite :
S§—dA|rB|mC|e
A— oS
B—eS

C—iS @
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Frontiere des langages rationnels

Q A la frontiere des langages rationnels
» L'ensemble des langages rationnels est petit devant I‘ensemble de tous les
langages.

recursively enumerable

context-sensitive

context-free

»Question : comment montrer qu‘un langage est rationnel ?
»Question : comment montrer qu‘un langage n'est pas rationnel ?
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Lemme de I'étoile

QLemme de I'étoile (appelé aussi lemme de la pompe)

Théoréme (lemme de la pompe pour les langages rationnels) :

Soit L un langage rationnel, alors il existe une constante n telle que

pour tout mot w de L tel que |w| < n, le mot w peut étre décomposé
en trois facteurs, w = zyz, tels que :

—yFe

— |zyl <m;

— Pour tout k > 0, le mot zy*z appartient aussi a L.
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Lemme de I'étoile

QLemme de I'étoile (appelé aussi lemme de la pompe)

Element de démonstration :

Siun langage L est rationnel alors il existe un A.E.F. déterministe A minimum tel que L=L(A)
Soit n le nombre d‘états de A.

Soit un mot w quelconque de L(A) tel que w=a1a2...am avec m la taille de w supérieure a n;
Soit po,p1,...,pkla liste des états par lesquels passe A a la lecture du mot w ;
Soit pi = 6 (qo,ala2...ai) pour tout i dans [0,..m];

Alors puisque |w|>n, il existe i et j tel que pi = pj
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Langage de Dyck

Définition (Langage des mots bien parenthésés) @
Un langage de Dyck est I'ensemble de mots bien |
parenthésés sur un alphabet fini de symboles ouvrant et

fermant. @

R
P o ot ®/ \@/ AN

mot bien parenthésé alors que le mot

‘0))’ ne 'est pas. \ / | \ /
propité | |
Si L est un langage de Dick sur {‘(", ‘)’} alors m&@
L=fw € {(,)}* | |w]|(=|w]) et tout préfixe propre \ | /

de w contient plus de ‘(" que de ‘)'}; ;

/fr/Dyck languag:




Contraposée du lemme de 'étoile

e R
Contraposée du Lemme de I‘étoile :
Soit L un langage, si pour toute constante n, il existe un mot w de L avec |w|>= n tel que
pour toute décomposition de w en xyz avec |xy| <=n et |y|>=1, il existe i >= 0 tel que le
mot xy'z n‘est pas dans L alors L nest pas rationnel. )

. .

Exemple d'application : Langage de Dyck
Montrons que le langage L des mots bien parenthésés sur { (, ) } n’est pas rationnel.

Soit la constante n, considérons w =("* )™ On a bienw € L;

Toute décomposition de w en xyz avec |xy| < nimpose que x et y ne sont composés que de ‘(.
Or, pour par exemple i=2, le mot xy? z n’est pas dans L car ce mot posséde plus de ‘(" que de ‘)’;

En vertu de la contraposée
Du lemme de I'étoile nous
En déduisons que

L n’est pas rationnel;

Sl MPIA/DI4 2020 CoUraA il
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Pour résumer
QQuelques points essentiels de I'exposé
» Définitions : Langage rationnel, expression rationnelle (regular
expression) ;

> Théoreme de Kleene : équivalence entre I'ensemble des langages
rationnels et I'ensemble des langages reconnus par un E.A.F.

» Lemme de I'étoile (pumping lemma) pour démontrer qu’un langage n’est
pas rationnel.
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