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Langages rationnels

Définition intuition (langages rationnels) :
Ce sont les langages qui peuvent être définis,
on dit aussi dénotés, par une expression
régulière (au sens formel du terme).

q Langages rationnels (aussi appelés réguliers ou regular language en anglais)

Ø Tous langage fini peut être énuméré, pour les langages infinis une 
telle énumération exhaustive est impossible. 

S.C. Kleene 1909-1994

Cette classe comprend ainsi tous les langages de taille finie.
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Définition (langages rationnels noté Rat Σ*) :

Langages rationnels

q Opérations rationnelles
ØLes opérations d‘union, de concaténation et de fermeture de 

Kleene  – appelée opération étoile - sont dites rationnelles.

Note: tout langage fini est donc rationnel
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Définition (expressions rationnelles) :

Expressions rationnelles

q Les expressions rationnelles définissent un système de formules
ØUn langage rationnel peut se décomposer sous la forme d‘une 

formule finie, correspondant aux opérations rationnelles qui 
permettent de le construire. 

Exemple
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Propriétés

Propriétés :
Soient w un mot et r une expression
rationnelle, nous avons :

Propriétés :
Soient r une expression rationnelle et
a et b des symboles,nous avons :
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Interprétation (expressions rationnelles) :

Interprétation

q Les expressions rationnelles
ØUne expression rationnelle permet d‘exprimer, de déclarer les mots -

chaînes de caractères - que l‘on veux accepter.

Pour simplifier les notations un ordre de priorité sur les opérateurs est fixé. 
Ainsi l’étoile (*) est l’opérateur le plus liant, puis la concaténation puis l’opérateur d’union. 
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Notation :
Soit r une expression rationnelle, on notera L(r) le langage dénoté par r.

Expression régulière et langage
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Langage des adresses courriel

https://fr.wikipedia.org/wiki/Adresse_%C3%A9lectronique#Histoire
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Théorème (Equivalence entre expressions rationnelles et langages rationnels) :
Un langage est rationnel si et seulement si il est dénoté par une expression
rationnelle.

Expressions régulières et langages rationnels

Eléments de démonstration

------>
Confère les éléments de preuve donné plus loin dans l’exposé.  

<-----
Confère les éléments de preuve donné plus loin dans l’exposé.  
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Equivalence

qRelation d’équivalence entre expressions rationnelles
Ø Un même langage rationnel peut être décrit par plusieurs expressions régulières. 

Définition (équivalence) : Soient deux expressions rationnelles r et s,
On dit que r est équivalent à s, et on note r~ s, si r et s dénotent le
même langage, autrement dit si L(r) = L(s).

10

Mise en pratique

qQuestion
ØDéfinir l‘ensemble des mots de taille quelconque contenant 

alternativement des 0 et des 1. 
qRéponse 
Ø01*,  (01)*
Ø (01)* + (10)*
Ø (01)* + (10)* + 1(01)* + 0(10)*

qRéponse 
Ø

qQuestions
Ø

Ø

Ø
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Théorème de Kleene

Théorème (équivalence entre les A.E.F. et les langages rationnels) :
Soit un alphabet %ini 𝛴, il y a égalité entre l‘ensemble des langages rationnels et
l‘ensemble des langages reconnaissables par un A.E.F.
Autrement dit nous avons :

Rat Σ*  =  Rec Σ*

qThéorème de Kleene.

Définition (Langage reconnaissable par un AEF) :
On appelle langage reconnaissable sur un alphabet Σ tout langage qui peut être
reconnu par un automate à états fini.
L‘ensemble des langages reconnaissables est noté Rec Σ*.
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Propriétés de fermeture

qPropriétés de fermeture
ØL‘ensemble des langages rationnels est fermé (ou stable) pour plusieurs 

opérateurs. 

Définition intuition (fermeture pour une opération) : On dit d‘un
ensemble E qu‘il est fermé pour un opérateur donné, si cet opérateur
appliqué aux éléments de E donne toujours un résultat appartenant à E.
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Un exemple de clôture dans le cas fini.
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Propriétés de fermeture des langages rationnels

Propriétés (fermeture) :
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Théorème (expressions et langages ) :
Tout langage rationnel dénoté par une expression rationnelle est aussi
reconnu par un AEF.

Equivalence entre RE(Σ) et Rec Σ*

Eléments de démonstration
------>
Soit L le langage reconnu par une expression rationnelle r. Montrons qu’il existe un 
AFN-e A tel que L(r)=L(A).

La preuve se fait par induction structurelle sur r en suivant la définition récursive des 
expression rationnelle donnée plus haut. 

Base : 

a) b) c)
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Théorème (expressions et langages ) :
Tout langage rationnel dénoté par une expression rationnelle est aussi
reconnu par un AEF.

Equivalence entre RE(Σ) et Rec Σ*

Eléments de démonstration

Phase d’induction: 

a) L’union

b) La concaténation

c) La fermeture de Kleene
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Exemple de construction d’automate 

Eléments de construction

r0 : 0+1 

qConstruction d’un automate à partir d’une expression rationnelle  : 
ØSoit l‘expression (0+1)* 1 (0+1)

r1 : (0+1)* 

r2 : (0+1)* 1 (0+1)
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Définition (Grammaire régulière) : Une grammaire G=(N,T,P,S) est dite
régulière si toutes les règles de production dans P sont de la forme:

Grammaire régulière

q Grammaire régulière 

Exemple: G1 : S -> aS | bS | a | b |       

Cette classe de grammaire est composée de 2 sous classes :

Les grammaires régulières (linéaires) à droite, où toutes les règles sont de la forme:

Les grammaires régulières (linéaires) à gauche, où toutes les règles sont de la forme:
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Théorème (Equivalence entre grammaires régulières et langages rationneles ) :
Un langage est rationnel si et seulement si il est engendré par une grammaire
régulière à gauche ou par une grammaire régulière à droite.

Grammaires régulières et langages rationnels

Eléments de démonstration

------> Soit A un automate avec A=(Q,Σ, 𝛿, 𝑞0, F), nous construisons un grammaire 
G=(N,T,P,S) régulière de la façon suivante: 
N coïncide avec Q, T coïncide avec Σ, S coïncide q0 et pour toute transition de 𝛿 de la 
forme (qi, 𝛼) -> qj.  on crée une règle de production dans P de la forme Qi -> 𝛼Qj

Diagramme de transitions de A

Exemple : 
On obtient la grammaire G=(N,T, P, S) telle que :
• N = {Q0,Q1,Q2,Q3} ;
• T= {0,1}
• P :  

Q0 -> 1Q1, Q0 -> 0Q2 Q0 -> 𝜀
Q1 -> 1Q0, Q1 -> 0Q3

Q2 -> 1Q3, Q2 -> 0Q0

Q3 -> 1Q2, Q3 -> 0Q1 

• S = Q0
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Théorème (Equivalence entre grammaires régulières et langages rationneles ) :
Un langage est rationnel si et seulement si il est engendré par une grammaire régulière à
gauche ou par une grammaire régulière à droite.

Grammaires régulières et langages rationnels

Eléments de démonstration
<-----
Pour tout grammaire régulière G=(N,T,P,S), il existe un AFN A=(Q,Σ, 𝛿, 𝑞0, F) tel que L(G) coïncide 
avec le langage reconnu par A.  
L’ensemble des états Q vaut N u {qt}, l’ensemble Σ vaut T, q0 est l’état S et pout toute règle de 
production de P de la forme A -> 𝛼𝐵, on insère dans 𝛿 la transition (A, 𝛼) -> B.
Et pour les règles de la forme A -> 𝛼, on insère la transition (A, 𝛼) -> qt

F est l’ensemble des symboles B de N tels qu’il existe une règle  B -> 𝜀 .

Exemple
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Frontière des langages rationnels

q A la frontière des langages rationnels 
Ø L‘ensemble des langages rationnels est petit devant l‘ensemble de tous les 

langages.

ØQuestion : comment montrer qu‘un langage est rationnel ?
ØQuestion : comment montrer qu‘un langage n‘est pas rationnel ?
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Lemme de l’étoile

Théorème (lemme de la pompe pour les langages rationnels) :

qLemme de l’étoile (appelé aussi lemme de la pompe)

22

Lemme de l’étoile

qLemme de l’étoile (appelé aussi lemme de la pompe)

Element de démonstration :
Si un langage L est rationnel alors il existe un A.E.F. déterministe A minimum tel que L=L(A).
Soit n le nombre d‘états de A.

Soit un mot w quelconque de L(A) tel que w=a1a2...am avec m la taille de w supérieure à n;
Soit p0,p1,...,pk la liste des états par lesquels passe A à la lecture du mot w ;
Soit pi = δ (qo,a1a2…ai) pour tout i dans [0,..m];

Alors puisque |w|>n, il existe i et j tel que pi = pj
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Langage de Dyck

Exemple : 
Sur l’alphabet composé de la paire de 
parenthèses {‘(‘, ‘)’} , le mot ‘(())()’ est un 
mot bien parenthésé alors que le mot 
‘())()’ ne l’est pas. 

https://stringfixer.com/fr/Dyck_language

Définition (Langage des mots bien parenthésés)
Un langage de Dyck est l‘ensemble de mots bien
parenthésés sur un alphabet fini de symboles ouvrant et
fermant.

Propriété :
Si L est un langage de Dick sur {‘(‘, ‘)’}  alors
L={w ∈ {(, )}* |  |w|( = |w|) et tout préfixe propre 
de w contient plus de ‘(’ que de ‘)’};
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Contraposée du lemme de l’étoile

Contraposée du Lemme de l‘étoile :
Soit L un langage, si pour toute constante n, il existe un mot w de L avec |w|>= n tel que
pour toute décomposition de w en xyz avec |xy| <= n et |y|>=1, il existe i >= 0 tel que le
mot xyiz n‘est pas dans L alors L n‘est pas rationnel.

Exemple d’application :  Langage de Dyck
Montrons que le langage L des mots bien parenthésés sur { (, ) } n’est pas rationnel.

Soit la constante n, considérons w =(n+1 )n+1 .  On a bien w ∈ L;
Toute décomposition de w en xyz avec |xy| ≤ n impose que x et y ne sont composés que de ‘(’.
Or, pour par exemple i=2, le mot xy2 z n’est pas dans L car ce mot possède plus de ‘(’ que de ‘)’;

En vertu de la contraposée 
Du lemme de l’étoile nous 
En déduisons que
L n’est pas rationnel;

http://www-igm.univ-mlv.fr/~jyt/L3_M PI4/mpi4_2020_Cours3.html
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Pour résumer

qQuelques points essentiels de l’exposé

ØDéfinitions : Langage rationnel, expression rationnelle (regular
expression) ;

ØThéorème de Kleene : équivalence entre l’ensemble des langages
rationnels et l’ensemble des langages reconnus par un E.A.F.

Ø Lemme de l’étoile (pumping lemma) pour démontrer qu’un langage n’est
pas rationnel.
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